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Section 1 • Dynamic Arrays

Capacity and Resize
칸이다차면더큰배열로옮긴다
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원소수와담을수있는칸수

정의

동적배열(dynamic array)
필요할때내부배열의크기재할당(resize)으로 저장공간을늘리는자료구조다.
용량(capacity)은 담을 수있는칸수이고, n은 현재담긴원소수다.

n = 5, 용량 8 빈 칸에바로추가

n = 8, 용량 8 먼저공간을늘림

Source: Morin (2013), Section 2.1.
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배열은늘릴수없다

가득참

원소수가용량과같음
할당

더큰배열을새로잡음
복사

원소를전부옮김

까닭 내용

연속저장 뒤칸이이미다른자료일수있어이어붙일수없음
재할당 새배열을잡고옮긴뒤옛배열을버리는일
비용 원소 n개를옮기므로 Θ(n)

Source: Morin (2013), Section 2.1.
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가득찬배열에 E를추가하면

더큰배열을만들고기존원소를같은순서로복사한다

n = 4, 용량 4 A B C D 빈칸이없어 E를 넣을수없음

용량 8인 새배열에같은순서로복사

n = 5, 용량 8 A B C D E

용량이부족하면더큰연속공간을할당하고기존원소를옮긴뒤새원소를넣는다.

Adapted from Morin (2013), Section 2.1.
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고정폭증가와배수증가

초기용량 1에서원소 16개를담을때까지용량이바뀌는순서를비교한다

전략 재할당뒤용량 재할당횟수

두칸씩늘림 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17 8번

두배로늘림 2, 4, 8, 16 4번

원소 16개를 담는 동안 두 칸씩 늘리면 8번, 두 배로 늘리면 4번 재할당한다

Adapted from UBC DSCI 221 (n.d.), Dynamic Arrays.
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두배로늘릴때배열의모습

초기용량 1에서원소를하나씩추가하며, 가득찬순간의재할당만그린다

용량 1

용량 2 복사 1

용량 4 복사 2

용량 8 복사 4

용량 16 복사 8

복사없음

파란칸은재할당때옮긴원소이고, 초록 칸은그뒤에새로채운칸이다. 16칸을 채우는동안복사는 1 + 2 + 4 + 8 = 15번이다.

Adapted from UBC DSCI 221 (n.d.), Dynamic Arrays, Double When Full.
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줄이기도한다

용량 12, n = 4 용량≥ 3n

용량 8 2n으로 줄여도빈칸 4개

언제 조건 하는일

늘림 n = capacity 용량을 max(1, 2n)로변경
줄임 capacity ≥ 3n 용량을 max(1, 2n)로변경

Caution 줄인 뒤에도 빈 칸을 남겨야 추가·삭제가 반복될 때 재할당을 매번 하지 않는다

Source: Morin (2013), Section 2.1.
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Checkpoint

Capacity and Resize

• 용량과현재원소수는어떻게다른가

• 배열을그자리에서늘릴수없는까닭은무엇인가

• 줄인뒤에도빈칸을남겨두는까닭은무엇인가
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Section 2 • Dynamic Arrays

Counting the Copies
늘리는전략별복사량을합으로비교한다
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추가를m번할때복사한원소수

m 두배: 누적복사 ÷m 두칸씩: 누적복사 ÷m

2 1 0.50 1 0.50

4 3 0.75 4 1.00

8 7 0.88 16 2.00

16 15 0.94 64 4.00

17 31 1.82 64 3.76

32 31 0.97 256 8.00

두 칸씩 늘리면 m이 두 배가 될 때 한 번당 복사도 두 배가 된다

Adapted from Morin (2013), Section 2.1.2.
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증가전략에따른누적복사량

초기용량 1에서추가를 32번하는동안의누적복사수

m

누적복사

8 16 24 32

64

128

192

256

2m

두칸씩

두배

두칸씩늘리면계단이점점높아지고, 두 배로늘리면누적복사가 2m아래에머문다.
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복사량의합으로증가전략을비교한다

고정폭증가에서는등차수열, 배수증가에서는등비수열의합이나온다

전략 복사량의합 m번추가 한번당

두칸씩
∑⌊m/2⌋
j=1 (2j− 1) = ⌊m/2⌋2 Θ(m2) Θ(m)

c칸씩 c+ 2c+ 3c+ · · · ≈ m2/(2c) Θ(m2) Θ(m)

두배 1 + 2 + 4 + · · · + 2k < 2m
(2k < m)

Θ(m) Θ(1)

고정 폭으로 늘리면 폭을 크게 잡아도 총 복사는 Θ(m2)을 벗어나지 못한다

Source: Morin (2013), Section 2.1.2.

DS3600082-140 • 자료구조 13/39



m = 100에합공식을대입한다

2의거듭제곱이아닌m에서도앞쪽의합으로두전략을비교할수있다

전략 재할당때복사한원소수 합 한번당

두배 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 127 1.27

두칸씩 1 + 3 + 5 + · · ·+ 99 (50개 항) 2500 25

두배전략의합 127은 2m = 200보다작다. 두 칸씩의합은 (100/2)2 = 2500이다. m = 200이면두합은 255와 10000이 된다.

m이 두 배가 되면 두 배 전략의 한 번당 복사는 그대로이고, 두 칸씩은 두 배가 된다

Adapted from Morin (2013), Section 2.1.2, and UBC DSCI 221 (n.d.), Counting the Work.
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Checkpoint

Counting the Copies

• 두 칸씩늘리면m = 32에서누적복사가 256이 되는까닭은무엇인가

• 두 배로늘릴때복사량의합이 2m보다작은이유는무엇인가

• 고정폭증가와배수증가의차이는무엇인가
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Section 3 • Dynamic Arrays

Amortized Cost
가끔비싼연산을전체로나누어센다
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add호출별쓰기·복사횟수

초기용량 1에서끝에 17번추가하며, 각호출의쓰기 1회와기존원소복사횟수를센다

2

2

3

3

5

5

9

9

17

171

한 번당약 2.8

호출

대부분의호출은비용이 1이고재할당하는호출만높다. 17번의 총비용은쓰기 17과 복사 31을 더한 48이다.

Adapted from Morin (2013), Section 2.1.2.
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연속한연산의총비용

한번의최악값과여러 add의총비용은서로다른양이다

분석대상 계산하는양 뜻

한번의재할당 Θ(n) 현재원소를새배열로복사
연속한연산

∑m
i=1 ci 각연산의실제비용 ci를합산

한번당비용 1
m
∑m
i=1 ci 전체비용을연산횟수로나눔

연속한 연산의 총비용을 연산 수로 나누면 한 번당 비용이 된다

Source: Morin (2013), Section 2.1.
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상각비용

정의

상각분석(amortized analysis)
연속한연산의총비용으로한번당비용을분석하는방법이다.
어떤 순서로m번호출해도총비용이m × c를 넘지않으면 c를 상각비용(amortized cost)이라 한다. 빈 동적
배열에m번추가한총비용이 O(m)이면한번당상각비용은 O(1)이다.

총비용
m =

17 + 31

17
≈ 2.8

m+복사
m <

m+ 2m
m = 3

왼쪽은앞에서본 17번 추가의값이다. 오른쪽은복사가 2m보다적으므로(앞 절) m에 관계없이 c = 3이성립함을보인다.

Source: Morin (2013), Section 2.1.2.
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상각비용은입력분포를가정하지않는다

용어 평균을내는대상 가정

평균경우(average case) 입력의분포 입력분포가필요

상각비용 연속한연산의나열 확률분포가정없음

Caution 상각 분석은 확률이 아니라 모든 연산 나열에 대한 총비용 상한을 다룬다

Source: Morin (2013), Section 2.1.
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재할당의총비용은 O(m)이다

보조정리

재할당의총비용
빈동적배열(ArrayStack)에서 add와 remove를m번부르면
모든재할당에드는시간의합은 O(m)이다

직전재할당직후 절반만참

다음재할당직전 가득참

그사이 n/2번이상추가

재할당한번은 n개를복사하지만그앞에적어도 n/2번의연산이있어비용을나누어부과할수있다.

Source: Morin (2013), Lemma 2.1.
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늘릴때와줄일때의복사비용

직전재할당후용량이 C이면원소는약 C/2개다

단계 내용

늘림 C개가될때까지약 C/2번추가한뒤, C개 복사

줄임 C/3개이하가될때까지약 C/6번삭제한뒤, 약 C/3개복사

공통 각복사비용을그사이의연산들에상수만큼씩나누어부과

어느 방향이든 복사 한 번 앞에는 복사량에 비례하는 수의 연산이 있다

Source: Morin (2013), proof of Lemma 2.1.
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연산별최악의경우와상각비용

연산 최악의경우 상각비용

끝에 add Θ(n) Θ(1)

끝에서 remove Θ(n) Θ(1)

get, set Θ(1) Θ(1)

스택 push(x): add(n,x) Θ(n) Θ(1)

스택 pop(): remove(n-1) Θ(n) Θ(1)

스택 ADT가 요구한 두 연산이 배열 위에서 상각 Θ(1)로 구현된다

Source: Morin (2013), Theorem 2.1.

DS3600082-140 • 자료구조 23/39



Checkpoint

Amortized Cost
• 상각 비용과평균경우는무엇이다른가

• 재할당사이의연산수와복사량을비교하는까닭은무엇인가

• 끝에 add를최악의경우만으로설명하면왜충분하지않은가
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Section 4 • Dynamic Arrays

Inside Python Lists
Python list의메모리증가를관찰해재할당을확인한다
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Python list가쓰는방식

CPython은원소의참조를배열에저장하고여유칸이부족하면공간을늘린다

연산 Python 상각비용

끝에추가 append Θ(1)

앞에추가 insert(0,x) Θ(n)

위치로읽기 a[i] Θ(1)

append와 insert(0,x)는 같은 배열 위에서 이동하는 원소 수가 다르다

Adapted from Miller and Ranum (2013), Lists, Table 2.
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원소수와메모리사용량의증가

관찰코드

1 import sys
2
3 items = []
4 print(0, sys.getsizeof(items))
5 for i in range(25):
6 items.append(i)
7 print(len(items), sys.getsizeof(items))

각 append 뒤의 원소 수와 메모리 크기를 기록해 증가 구간을 찾는다

Adapted from UBC DSCI 221 (n.d.), Dynamic Arrays.
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메모리는몇단계로증가한다

원소수 getsizeof (bytes) 담을수있는칸수

0 56 0
1 이상 4 이하 88 4
5 이상 8 이하 120 8
9 이상 16 이하 184 16
17 이상 24 이하 248 24
25 312 32

빈 list는 56바이트, 참조 한칸은 8바이트라칸수는 (bytes− 56)/8이다. 수치는실행환경에따라달라질수있다.

원소 수는 하나씩 늘지만 메모리는 몇 단계에 걸쳐 증가한다

Adapted from UBC DSCI 221 (n.d.), Dynamic Arrays.
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append한번당측정시간

1 def build(n):
2 a = []
3 for i in range(n):
4 a.append(i)
5 return a

n 전체 한번당
10,000 0.39 ms 39 ns
100,000 4.88 ms 49 ns
1,000,000 50.0 ms 50 ns

전체시간은 5묶음중앙값이고, 한 번당시간은전체를 n으로나눈값이다.

n이 100배가 되는 동안 한 번당 시간은 약 1.3배로, 한 번당 Θ(n)일 때의 100배와 달리 상각 Θ(1) 예측과 맞는다
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Checkpoint

Inside Python Lists

• sys.getsizeof가같은값에머무는구간은무엇을뜻하는가

• append한번당시간을전체시간에서구하는방법은무엇인가

• 이 측정만으로재할당배수를단정할수없는이유는무엇인가
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Section 5 • Dynamic Arrays

Circular Arrays
원형배열로양쪽끝연산의원소이동을줄인다
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선형인덱스만쓰면앞쪽빈칸을재사용하지못한다

첫원소의인덱스 j를하나씩늘리면삭제할때원소를옮기지않지만앞쪽에빈칸이남는다

b c d ?
0 1 2 3 4 5 6

j = 3

비어있지만다시쓰지않음 a[6]은없음

n = 3에서 add(x)
j+ n = 6은배열밖

쓸 수 있는 칸이 남았는데 자리가 없다고 판단하게 된다

Adapted from Morin (2013), Section 2.3.
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원형배열

정의

원형배열(circular array)
인덱스가배열끝을지나면앞으로돌아오게하는방식이다. i번째 원소는 a[(j+ i) mod capacity]로읽는다

j i j+ i 실제칸 (용량 12)

9 0 9 9

9 2 11 11

9 3 12 0

Source: Morin (2013), Section 2.3.
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끝을지나면 0번칸으로돌아온다

e

f

b

c

d

0

1

2

3

4

5

0

1

2

3

4

용량 6, j = 3, n = 5

i = 0은 a[3], i = 2는 a[5]

i = 3이면 (3 + 3) mod 6 = 0

다음추가는 (3 + 5) mod 6 = 2번칸

나머지 연산 덕분에 앞쪽 빈 칸을 원소 이동 없이 다시 쓴다

Adapted from Morin (2013), Figure 2.2.
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끝에도달하면앞쪽빈칸을쓴다

j는첫원소의인덱스이고 n은담긴원소수다

a b

b ca

add(d)

add(e)

remove()

e b ca d

e b c d

e f b c d

b c e fd

add(g)

add(h)∗

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

c

d

e f b c dg

add(f)

g

b c e fd g h

c e fd g h

remove()

j = 2,n = 3

j = 2,n = 4

j = 2,n = 5

j = 3,n = 4

j = 3,n = 5

j = 3,n = 6

j = 0,n = 7

j = 1,n = 6

j = 0,n = 6

원형배열의추가·삭제 과정이다. 별표는재할당한연산을나타낸다.

Source: Morin (2013), Figure 2.2 (ArrayQueue).
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원형이어도재할당은필요하다

연산·상황 원형배열에서의처리 비용·결과

앞쪽삭제 j← (j+ 1) mod capacity 상각 Θ(1)

i번째에 삽입 가까운끝쪽원소를한칸씩이동 상각 Θ(1+min{i, n−i})
원소수가용량에도달 더큰배열로재할당 Θ(n)

원형 배열은 앞쪽 삭제 비용을 줄이지만 용량 확장과 가운데 삽입 비용은 남는다

Source: Morin (2013), Sections 2.3 and 2.4.
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재할당하면원형이풀린다

재할당할때는 j부터읽은순서대로새배열의 0번칸부터담는다

전 (j = 3) e f g b c d

후 (j = 0) b c d e f g · · ·

a[(3 + k) mod 6]을
b[k]로복사

재할당 뒤에는 첫 원소가 0번 칸에 오므로 j를 0으로 되돌린다

Adapted from Morin (2013), Figure 2.2.
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Checkpoint

Circular Arrays

• a[(j+ i) mod capacity]가하는일은무엇인가

• 원형배열이해결하는것과해결하지못하는것은각각무엇인가

• 재할당할때 j를 0으로되돌리는까닭은무엇인가
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자료구조

Why Can a Costly Operation Have
Constant Amortized Cost?
Next Lecture: Singly Linked Lists
• 연속을포기하고노드로잇는표현
• 값과다음노드의참조를담는노드
• head와 next로노드를따라가는방법
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